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Проблема истинности
булевых формул с кванторами
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9 ноября 2018 г.
Проблема истинности булевых формул играет ключевую роль в реше-
нии комбинаторных проблем. В общем виде она разрешима на детерми-
нированной машине Тьюринга, используя полиномиальное пространство
и неограниченное время [5]. В тоже время, для некоторых классов буле-
вых формул эта проблема разрешима за полиномиальное время. Напри-
мер, проблема истинности булевых формул в конъюнктивной нормальной
форме (КНФ), кванторная приставка которых содержит только кванторы
существования, разрешима на недетерминированной машине Тьюринга за
полиномиальное время [3, 4]. Если же все дизъюнкты в КНФ имеют не
более двух литералов [1], либо имеют не более одного литерала без отри-
цания [2], то проблема их истинности разрешима на детерминированной
машине Тьюринга за полиномиальное время. В данной работе будет дока-
зано, что последним свойством обладают все булевы формулы в КНФ.
Пусть QBF — множество булевых формул вида Q1x1 . . .Qnxn F , где
x1, . . . , xn — переменные,Q1, . . . , Qn ∈ {∀, ∃}— кванторы, F = C1∧. . .∧Cm,
Ci = x
a1
i1
∨. . .∨xakik — дизъюнкт формулы F и x
1 = x, x0 = x — литералы пе-
ременной x. Полагаем x = x. Переменные (их литералы), связанные кван-
тором Q, будем называть Q-переменными (Q-литералами). Истинность
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булевых формул определяется стандартным образом: переменные пробе-
гают значения 0, 1, а логические связки ¬, ∧, ∨ интерпретируются как
булевы функции отрицания, конъюнкции и дизъюнкции.
Рассмотрим Φ = Q1x1 . . .Qnxn F ∈ QBF, множество литералов S и
литерал z. Пусть xai 6 x
b
j всякий раз, когда Qi = ∃ или i ≤ j; [S]Φ —
множество дизъюнктов F , содержащих литералы из S; 〈S〉Φ,z — множество
∃-литералов u 6= z таких, что z 6 u, [{u}]Φ * [S]Φ и [{u}]Φ ⊆ [S]Φ; S0Φ(z) =
{z} и Sk+1
Φ
(z) = Sk
Φ
(z) ∪ 〈Sk
Φ
(z)〉Φ,z для k ≥ 0 Положим SΦ(z) = S
|Φ|
Φ
(z) и
CΦ(z) = [SΦ(z)]Φ, где |Φ| — число символов в Φ. Тогда функции SΦ, CΦ
вычислимы на детерминированной машине Тьюринга за время O
(
|Φ|2
)
и
для любого литерала u выполнены условиям:
(1) u ∈ SΦ(z) =⇒ u /∈ SΦ(z);
(2) u 6= z, z 6 u, [{u}]Φ ⊆ CΦ(z) =⇒ [{u}]Φ ⊆ CΦ(z).
Литерал z назовём избыточным в Φ, если [{z}]Φ ⊆ CΦ(z). Формулу Φ
назовём приведённой, если она не содержит избыточных литералов. Обо-
значим через ρz(Φ)формулу, полученную из Φ либо удалением дизъюнктов
CΦ(z), если z — это ∃-литерал, либо удалением дизъюнктов CΦ(z) вместе с
удалением литерала z из оставшихся дизъюнктов, если z — это ∀-литерал.
Пусть z избыточный литерал. Тогда ρz(Φ) истинна, если Φ истинна.
Докажем обратное. Пусть ρz(Φ) истинна. Если SΦ(z) =
{
x
ai1
i1
, . . . , x
aik
ik
}
, то
i1, . . . , ik попарно различны согласно (1) и не встречаются в ρz(Φ). Если z —
∃-литерал, то все xij — ∃-переменные. Тогда, присвоив xij значение aij , все
дизъюнкты CΦ(z) станут истинными. Пусть z — ∀-литерал и i1 < . . . < ik.
Тогда z = x
ai1
i1
и все xij для j > 1 — ∃-переменные. Если xi1 = ai1, то,
присвоив xij значение aij , все дизъюнкты CΦ(z) ⊆ CΦ(z) станут истинны-
ми. Иначе, рассмотрим литералы из SΦ(z). Тогда, назначив их переменным
значения по аналогии с литералами из SΦ(z), все дизъюнкты CΦ(z) станут
истинными. В любом случае, Φ истинна.
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Докажем индукцией по NΦ — числу переменных в Φ, что приведенная
формула Φ, содержащая хотя бы один дизъюнкт, ложна. Если NΦ = 0, то
Φ содержит пустой дизъюнкт и значит ложна. Пусть это верно для всех
формул с менее чем NΦ > 0 переменными, докажем его для Φ. Рассмотрим
Q-переменную x в Φ с максимальным номером. Тогда z 6 xa для любого
z и a. Пусть [{xa}]Φ \ [{xa}]Φ состоит из дизъюнктов C
a
i ∨ x
a, 1 ≤ i ≤ na,
для некоторого na ≥ 0. Тогда n0+n1 > 0. Рассмотрим Ψ, полученную из Φ
удалением всех дизъюнктов Cai ∨x
a, добавлением дизъюнктов вида C0i ∨C
1
j
для всех i, j и удалением Qx из кванторной приставки.
Докажем индукцией по k ≥ 0, что [Sk
Ψ
(z)]Φ ⊆ CΦ(z) для любого лите-
рала z. Для k = 0 верно. Пусть это верно для k ≥ 0 и u ∈ 〈Sk
Ψ
(z)〉Ψ,z. Тогда
u 6= z, z 6 u, [{u}]Ψ * [SkΨ(z)]Ψ и [{u}]Ψ ⊆ [S
k
Ψ
(z)]Ψ. Предположим, что
[{u}]Φ * CΦ(z). Согласно (2), [{u}]Φ * CΦ(z). Пусть C ∈ [{u}]Φ \ CΦ(z).
Если C ∈ [{u}]Ψ, то C ∈ [S
k
Ψ
(z)]Ψ и тогда C ∈ [S
k
Ψ
(z)]Φ ⊆ CΦ(z), что невоз-
можно. Иначе, C = Caia∨x
a для некоторых a, ia и, следовательно, C
0
i0
∨C1i1 ∈
[{u}]Ψ ⊆ [S
k
Ψ
(z)]Ψ для всех ia. Поэтому либо C ∈ [S
k
Ψ
(z)]Φ ⊆ CΦ(z), либо
[{xa}]Φ ⊆ [S
k
Ψ
(z)]Φ ⊆ CΦ(z) и тогда C ∈ [{x
a}]Φ ⊆ CΦ(z) согласно (2), что
невозможно. Значит, [{u}]Φ ⊆ CΦ(z) и [S
k+1
Ψ
(z)]Φ ⊆ CΦ(z). Таким образом,
[SΨ(z)]Φ ⊆ CΦ(z) для любого литерала z.
Предположим, что [{z}]Ψ ⊆ CΨ(z). Тогда [{z}]Φ * CΦ(z). Пусть
C ∈ [{z}]Φ \ CΦ(z). Если C ∈ [{z}]Ψ, то C ∈ [SΨ(z)]Ψ и тогда C ∈
[SΨ(z)]Φ ⊆ CΦ(z), что невозможно. Иначе, C = C
a
ia
∨ xa для некоторых
a, ia и, следовательно, C
0
i0
∨ C1i1 ∈ [{z}]Ψ ⊆ [SΨ(z)]Ψ для всех ia. Поэто-
му либо C ∈ [SΨ(z)]Φ ⊆ CΦ(z), либо [{x
a}]Φ ⊆ [SΨ(z)]Φ ⊆ CΦ(z) и тогда
C ∈ [{xa}]Φ ⊆ CΦ(z) согласно (2), что невозможно. Значит, Ψ приведенная
формула и по предположению индукции Ψ ложна. Так как истинность Φ
влечет истинность Ψ, формула Φ также ложна.
Теперь заметим, что |ρz(Φ)| < |Φ| для любого избыточного литерала z.
Поэтому не более чем за O(|Φ|) шагов формулу Φ можно свести к такой
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приведенной формуле Ψ, что Φ является истинной тогда и только тогда,
когда Ψ не содержит дизъюнктов. Поскольку каждый шаг может быть вы-
полнен на детерминированной машине Тьюринга за время O
(
|Φ|3
)
, спра-
ведлива теорема.
Теорема. Существует детерминированный алгоритм, который по Φ ∈
QBF остановится за O
(
|Φ|4
)
шагов и выдаст 1 если Φ истинна, 0 иначе.
Пусть P (PSPACE) — класс всех задач, решаемых на детерминиро-
ванной машине Тьюринга за полиномиальное время (используя полиноми-
альное пространство и неограниченное время). Тогда P ⊆ PSPACE. По-
скольку любую задачу из PSPACE можно эффективно свести к проблеме
истинности формул из QBF [5], верно равенство P = PSPACE.
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